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RESUMEN.- Se da una implicación entre la "solidez" y la
«unicoherencia» en espacios normales y localmente conexos por
caminos usando los métodos de la Topología Algebraica que
consiste en asociar a cada espacio topológico X un grupo
B (X) denominado «Grupo de Bruschlinsku».
1. INTRODUCCIÓN
En el presente trabajo se da una implicación entre la "solidez" y la
"unicoherencia" en espacios normales y localmente conexos por caminos usando
los métodos de la Topología Algebraica que consiste en asociar a cada espacio
topológico X un grupo B (X) denominado "Grupo de Bruschlinsky".
Los espacios sólidos están intimamente relacionados con los retractos abso-
lutos, este resultado tiene uso frecuente en problemas de "extensión y homoiopias";
aún más para los espacios métricos separables.
2. PRELIMINARES
Sean X e Y espacios topológicos y consideremos el conjunto
e (X, y) = {f; f: x ~ y es una función continua}.
Si X = Y , el símbolo id, significa que id¿ E e(X, X) es la función identidad.
Definición 1.
1) laEC(X,Y) significa que la(x)=a \:fXEX; aEY (afijo).
2) A e X es un retracto de X si existe rE C(X ,A) tal que r\A = idA,
3) f E C( X, y) es un homeomortismo entre X e y, denotado por f: X ::::::Y;
si existe g E C (y, X) tal que f o g = id; Y g o f = idx' En este caso denote-
mos F'>«. r1:X::::::Y.
4) X e Y son espacios tiomeomorfoe, denotado por X ::::::Y; SI existe fE C (X, y)
tal que t X ::::::Y .
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5) Sean J, g E C(X , Y), J es homotópico a g, denotado por f
h E C (X x TI,y) tal que:
h(x,O)=J(x) yh(x,l)=g(x) \fxEX; TI=[O,l].
g si existe
6) JEC(X,Y) es una equivalencia homotópica; si existe gEC(Y,X) tal que
J o g ==- id; Y g o J ==- id¿ .
7) X e y tienen el mismo tipo de homotopía; denotado por X ==- Y; si existe una
equivalencia homotópica J E C (X, Y).
8) X es contráctil si existe x E X tal que X==-{ x } .
9) Sea I":t ff y para cada A El, X}, un conjunto. El conjunto
se denomina "producto cartesiano de la familia AA' A El".
10) Sean h: XA ~ lS.un conjunto de funciones y sea una familia no vacía de conjuntos
no vacíos XA ' lS.. Para cada A El, la función ,
AEl AEl AEl
dado por
J((xA))=(h(xA)), \f(XA)AEI E I1XA
AEI
se denomina "función producto".
Observación> Como consecuencia de la definición 1, tenemos que X::::Y SI
Teorema 1. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1) X es contráctil
2) Existe a E X tal que id¿ ::::la .
Demostración. Si X es contráctil, existe a E X tal que X ::::{a }. Luego existe
(J,g)EC(X,{a})xC({a},X)
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tal que
10 g ~ id{a} , 19(a)= g o1~idx
de aquí existe b = g (a)E X tal que id¿ ~ lb'
Inversamente, si existe aE X tal que, id¿ ~la' id¿ ~la =iola y laoi=\~\;
donde ie C( {a),X) es la inclusión.
Luego i o la ~ id¿ Y la O i ~ la' existe a E X tal que X ~ {a} .
Lema 1. Sean 1,efJ E C(X, y) y g, lfI E C(Y, Z). Si f ~ qJ y g ~ lfI , entonces
fog~qJ°lfl·
Demostración. Si 1~qJ y g~lfI, existe (h,k)EC(XxlI,Y)xC(YxlI,Z)
tal que
h(x,O)= f(x), h(x,l)=qJ(x) VXE X y
k(y,O)=g(y), k(y,l)=lfI(y) VyÉY.
Sea ~E C (1I,1IxlI) la diagonal dada por
~ (t ) = (t, t) V t E 1I Y r E C (X x (1IxlI), ( X xlI) xlI)
dado por
r(x,(m,n))=((x,m),n), V(x,m,n)E XxlIxlI.
Luego de los diagramas
tenemos el diagrama
X x 1I idxxL'l rX x (1IxlI) "" (X xlI) x 1I hxidrr YxlI~Z
Luego,
w = k o (h X id; ) o r o (id x x ~ ) E C (X xlI, Z) y
w (x, t) = (k o ( h x id; ) o r o (id x x ~ )) (x, t) = k (h (x, t) , t ) ,
entonces
w( x, O) = k (12 (x, O), O) = k (1 (x), O) = g (1 (x)) = g 01 (x) y
w«x, 1)) = k (h (x, 1),1) = k (qJ(x), O)~ lfI (qJ(x)) = lfI e qJ(x) .
Por lo tanto, f o g = qJo lfI .
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Proposición 1. Sea (f,g)EC(X,Y)xC(Y,Z) con i=« y g equivalencias
homotópicas, entonces, f es una equivalencia homotópica.
Demostración. Si existe(q>,lfI)E C(Z,Y)xC(Z, X) tal que,
q>og==idy, goq>==id¿ y lfIo(gof)==idx, (fog)olfl==idz.
Luego,
(lfI o g ) o f = lfI o (g o f) ==idx Y
f o (lfI o g ) = (id¡, o f) o (lfI o g ) ==( (q>o g ) o f) o (lfI o g ) = (((q>o g ) o f) o lfI ) o g
= (( q>o g) o (f o lfI)) o g = (q>o (g o (f o lfI))) o g
= (q>o ( (g o f) o lfI ) ) o g ==(q>o idz ) o g = q>o g ==id; .
.
Corolario 1. Sea X ==Y. Si X es contráctil, Y también lo es.
Demostración. Si X es contráctil, existe a E X tal que idx ==la
y como X ==Y, existe, tal que,
f o g== 14 y g o f ==id¿ .
Pongamos b = f (a) y del diagrama
X X~y
f
tenemos que f = f o idx ==f o la = lb .
Luego del diagrama,
tenemos que id; ==f o g ==lb o g = lb entonces y es contráctil.
Corolario 2. Si X ==Y Y Y ==Z, entonces X ==Z.
Demostración. Si X ==Y Y Y ==X, existen
(f,q» E C(X,Y) X C(Y, X) y (g,lfI)E C(Y,Z)xC(Z,Y)
tal que
q>o f ==idx' f o q>==id; Y lfI o g ==idy, g o lfI ==id.: .
Luego el diagrama
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f=f y g=g z
t id = g o lfIz
Z




idx = id¿ o idx ~ (qJ o f) o (qJ o f) = qJ o (f o qJ) o f
~cpo (lfIog)of=(qJolfl)ogof y
id¿ = id¿ o id¿ ~ (g o lfI) o (s o lfI) = g o ( lfI o g) o lfI
~ g o (f o cp) o lfI = g o f o (cp o lfI)
Por tanto X ~ Z .
Corolario 3. Sea f E e(X, y). Si X o Y es contráctil, ,entonces existe b E Y tal que





f = f o id ~ f o 1 = lx a a'
existe b = f (a )E Y tal que f ~lb .
Si Y es contráctil, existe b E Y tal que id; ~ lb. Del diagrama
X-~Y-~Yf lb
tenemos que f = id; o f ~ lb o f = lb' existe b E Y tal que f ~ lb .
Proposición 2. Sean la' lb E e (X, Y), las relaciones siguientes son equivalentes:
1) la ~ lb
2) a y b están en la misma componente conexa por caminos de y.
Demostración. Si la ~ lb' existe, tal que
h (x, O) = a y h (x, 1) = b \j x E X .
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Luego h.e C({X}xIT,Y) y como J:IT""'{x}xIT dado por J(t)=(x,t) 'litEIT,
entonces existe g = h o fE C(l y) tal que g (O) = a y g (1) = b.
Inversamente, si existe J E C (IT,y) tal que J (O)= a y J (1) = b, definimos
h = f o p; X X Ir --¿ Y; donde p E e (X X Ir, Ir) es la proyección en 1I.
Luego
hEC(XxIT,Y) con h(x,O)=a y h(x,l)=b, entonces la::::lb'
Corolario 4. Sean J, g E C (X, Y). Si X es contráctil y yes conexo por caminos
entonces I> g .
Demostración. Si X es contráctil, existen a, bE Y tal que f ::::la' g::::1¡, y si y
es conexo por caminos, a y b están en la misma componente conexa por conexos
de y. Luego, f ::::la ::::lb ::::g .
Teorema 2. Si X es contráctil, entonces es conexo por caminos.
Demostración. Si X es contráctil, existe a E X tal que idx ::::la .
Luego existe h.e C( X xIT,X) tal que h(x, O)= id¿ (x) Y h(x, 1)= a 'Ii xE X .
Sea XEX, he. C({x}xIT,X)y comof: IT"",{x}xIT dado por f(t)=(t,x) 'litEIT,
entonces
Sea yE X, ay E C(IT, X) y ay (O) = y, ay (1) = a. Definamos, a: IT~ X por
aEC(IT,x)ya(O)=x,a(l).=y.
Por lo tanto, X es conexo por caminos.
Corolario 5. Sea a E X. Si X es contráctil, entonces id.; = la .
William Olano Díaz 38
Corolario 6. Sean j, g E C(X, y). Si Y es contráctil, entonces j ""g.
Demostración. Si Y es contráctil, existe b E Y tal que j ""lb .
Del diagrama
tenemos que g = id; o g "" lb o g = lb "" j .
Proposición 3. Sea (XA tL una familia de espacios topológicos. Entonces
x = rr X A :::: rr Y;. = Y, siempre que X A :::: Y;. 'íf A EL.
AEL AE L





f ((a, ),,, .( r,L )= ((a,. r,L) V ((a,;L· (r,)k' HQX, J x n' y
(idx x fl) : X x rr ~ X x rr
L
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dado por
Del diagrama
x x IT f fh,X x ITL ~ rr (XA x IT) ~ÁE=f. ----'> X
AEL
tenemos
h = (rr ~J o f o (idx X,1)E e (X x IT, X) Y
AEL
Luego
Análogamente se tiene que
Por lo tanto, X::::Y .
Lema 2. Si X es contráctil, entonces X x y:::: Y .
Demostración. Si X es contráctil, existe a E X tal que X::::{a}. Luego
XXY'::::{a}xY y como {a}xY::::Y (ya que {a}xYzY), por lo tanto,
XxY=Y.
Teorema 3. Sea (XAL L una familia de espacios topológicos. Son equivalentes:
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1) X =n XJ.. contráctil
J..EL
2) XJ.. es contráctil 'íIA EL.
Demostración. Sea af3 E Xf3 y para A-:/- f3 en L, definamos iJ.. : X), ---7 X por
, a-:/-A
, a=A
Sea r.: X ---7 XJ.. la proyección y (iJ.. o ic4): XJ.. x TI ---7 X x TI dado por
(iJ.. o idn) (x, t) = (i), (x), t) 'íI (x, t) E XJ.. x TI .
Si X es contráctil, existe b E X tal que id.: :::::lb' Luego, existe
hEC(XXTI,X) tal que h(x,O)=x y h(x,l)=b 'ílxEX.
Del diagrama
tenemos k = PJ..o h o (iJ..X id; ) E C (XJ.. x TI, XJ.. ) Y
k (x,\, O) = p,\ o h (i,\ (x,\ ), O) = PJ..o iJ..(xJ.. ) = xJ..' k (xJ..' 1) =
=pJ..0ho(iJ..(xJ..),l) = pJ..(b)=c 'ílXJ..EXJ..'
Luego existe CE XJ.. tal que idxÁ ::::: lo entonces XJ.. es contráctil. Inversamente,
sea A E L con XJ.. contráctil, existe b}, E X tal que X'" o:: { b).} . Entonces
X=nXJ..:::::n{bJ..} ycomo n{bJ..}={(bJ..tL}' se sigue que X es contráctil.
},E L J..E L
Proposición 4. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1) A es un retracto de X
2) Existe rE C (X, X) tal que r o r = r y A;:= r (X).
Demostración. Si A es un retracto de X ,existe rE C (X , A) tal que '\A = idA'
Luego r o r = r y A = r (X). Inversamente, si rE C (X, X) tal que r o r = r y
A=r(X), entonces existe rEC(X,X) tal que '\A =idA·
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Teorema 4. Sea A un retracto de X . Entonces:
1) A es un cerrado si X es de Hausdorff
2) A es conexo si X lo es.
3) A es localmente conexo si X lo es.
4) A es localmente conexo por caminos si X lo es.
5) A es conexo por caminos si X lo es.
6) A es contráctil si X lo es.
Demostración. Sea r E e(x ,A) la retracción.
(1) A = r( X) ={yE X; r(y) = Y} es cerrado ya que X es de Hausdorff.
(2) Es obvio.
(3) Sea a E A Y V E VA(a), por la continuidad de r, existe W E Vx (a) tal que.
r(W) C V y por la hipótesis, existe M E Vx (a) conexo tal que M c W .
Luego, ae: r(W) cV y r(M) es conexo. Como
Por lo tanto A es localmente conexo.
4) Sea a E A Y V E VA(a), por la continuidad de r existe W E Vx (a) tal que
r (W) c V y por hipótesis, existe M E Vx (a) conexo por caminos tal que
M c V, luego aE r(W) cV y r(M) es conexo. Como
MnAEvA(a) y MnA=r(MnA)cr(M),r(M)EvA(a)
es conexo por caminos. Por lo tanto, A es localmente conexo por caminos.
5) Sea f E e({0,1}, A) Y como X es localmente conexo por caminos, existe
g E e (TI, X) tal que g\{Q,I} = f. Tomando h = r o g E e (TI, A), ~{Q,l} = f .
Por lo tanto A es conexo por caminos.
6) Si X es contráctil, existe a E X tal que id¿ :::::la Ycomo A es un retracto de X
existe r E e(A, X) tal que ~A = idA. Pongamos i: A -+X la conclusión y del
diagrama
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tenemos que id, = r o i = r o id¿ o i:::::: r o la o i = la ,entonces A es contractil.
Proposición 5. Sea X = A U B con A nB = {p }. Si A Y B son cerrados, entonces
A y B son retractas de X.
Demostración. Si A Y B son cerrados, definamos t.X ~ A por
{
X si xE A
f=
P si XE B
Dado que id¿ y 1 coinciden en AnB={p}, fEC(X,A) y ÁA = idA .
p
Luego A es un retracto de X. Haciendo B = A, se demuestra que B es un
retracto de X .
Proposición 6. Sean A e X y Y * ff. Las afirmaciones siguientes son equivalen-
tes :
1) A es un retracto de X .
2) A x Y es un retracto de X x Y .
Demostración. Denotemos i: A ~ X, t. A x Y ~ X x Y las inclusiones. Ade-
más, para b e. Y, definamos g: X ~ X xY dado por g(x)=(x,b) V XE X y
p: X xA ~ A la proyección en A.
Si A es un retracto de X, existe rE C(X,A)tal que r v i=id i, Luego
(iXi~, rxidy) E C(AxX, XxY) x C(YxX, AxY) y (r X id; ) o i»: idx, AxYes un
retracto de X x Y. Inversamente, si A x Y es un retracto de X x Y, existe
rEC(XxY,AxX) tal que roj=idAXy.Luego
(p o idAXY o g ) (a ) = p (idAXY ( g (a ))) = p (idAXY ( a, b) ) = a Va E A Y
(porog)(a) =por(g(a))=p(r(a,b))=p(a,b)=a VaEA.
Entonces
(p o r o g ) E C (X , A) Y por o g o i = id.,
lo que demuestra que A es un retracto de X .
Proposición 7. Sean A e B y B e X . Si A es un retracto de B y B es un retracto
de X, A es un retracto de X .
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2. ESPACIOS SÓLIDOS
Decimos que un espacio de Hausdorff Y es «sólido», si para cada
subconjunto cerrado A de un espacio normal de Hausdorff X y V1E C(A, y) ,
existe g E C (X , y) tal que g\A = 1.
El siguiente es un resultado clásico para la topología de conjuntos.
Teorema de Tietze
Sea X un espacio de Hausdorff Las afirmaciones siguientes son equivalentes :
1) X es normal
2) VAcX cerrado y V IEC(A,TI), existe gEC(X,TI) tal que g\A =1.
Ejemplos de espacios sólidos
Por el teorema de Tietze, TI es sólido y por ([1]; pags. 134 - 135) se tiene que
(-1, 1) Y (-1, 1] son sólidos.
Observación.
1) Como consecuencia de la definición, tenemos que la solidez es invariante bajo
homeomorfismo.
2) IR.Ylos intervalos en IR.son espacios sólidos ..
Proposición 8. Sea (X¡ )¡EI una familia de espacios topológicos. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes :
1) X = rr X¡ es sólido
ie t
2) Para cada i El, X, es sólido.
Demostración. Sea a(3 E X(3 y para A*' f3 en I, definamos i}.: X}. -7 X por
iA (xA) = (YA )CXEL;
Sea p).: X -7 X}. la proyección, P: o i}. = id,). Sea A un subconjunto
cerrado de un espacio de Hausdorff normal Y y i : A -7 Y la inclusión. Si
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fE C (A, XA) y X es sólido, existe g E C (y, X) tal que g o i = iA o f .
Entonces existe h = PJ, ° gE C(Y, Xl.) tal que h ° i = PA ° g ° i = PA ° iA ° f
= idx;.. ° f = f. Por lo tanto, XA es sólido; 't:jA El. Inversamente, si Xl. es sólido
y si fEC(A,X), :Jg;..EC(Y,XA) tal que gAoi=PAof. Luego, existe
TIgA E C(Y, X) tal que
iE l
(ITgA]Oi=(IT(gAOi)l= IT(PA ° f)= f
¡E l ie l ) ie t
pues, a E A Y f (a) = (he (a ) )iE t ' PA (f (a) ) = he (a). De aquí
Luego existe h = I1 s, E C (y, X) tal que h ° i = IT (PA ° f) = f ,entonces X
ie l
es sólido.
Corolario 7. El n-cubo unidad, r. y el n-espacio euclideano, IR 11, Y sus
interiores son espacios sólidos.
Teorema 5. Sea A un subconjunto de un espacio normal sólido X. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes :
1) A es un retracto de X
2) A es sólido y cerrado.
Demostración. Si A es un retracto de X, existe rE C (X , A) tal que '\A = idA Y
A es cerrado (X es sólido).
Sea B un subconjunto de un espacio normal y y f E C (B, A) .
Sea (i,j)EC(B,Y)xC(A,X) las inclusiones y como X es sólido, existe
h E C (y, X) tal que j ° f = h o i .
Tomando qJ = idA oro he: C(B, A), entonces qJ ° i =I . Inversamente, si A
es sólido y cerrado, existe rE C (X, A) tal que '\A =' idA. Por lo tanto, A es un
retracto de X.
Corolario 8. La n-esfera, § 11 no es sólido.
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Proposición 9. Sea A un subconjunto de un espacio de Hausdorff X . Si A es
cerrado y sólido, entonces A es un retracto de X.
Demostración. Es la recíproca del teorema anterior.
Proposición 10. Si X es sólido, entonces X es conexo por caminos.
Demostración. Sean· a, b e X, definamos f :{O,1}~X por f (O)= a, f(l) =b
Ysi X es sólido, existe g E e (rr, X) tal que g\ = f. Por lo tanto, X es conexo
{O,l }
por caminos.
Corolario 9. Sean f, g E e (X, Y). Si X es binormal y y es sólido, entonces f ::::g .
Demostración. Sea M = X x {O}UX x {1}, definamos k: M ~ Y por
( ) {
f(x) , t=O
k ~t = .
g(x) , t=1
y como Y es sólido, existe h E e (X x rr,y) tal que \M = k. Por lo tanto
i= g.
Teorema 6. X es localmente conexo por caminos si X es sólido compacto.
Demostración. Si X es sólido compacto y por ([2]; 7, 118), X se identifica a un
subespacio de un cubo rrL , es decir, existe A e rrL tal que f: X ""A. Como X es
sólido, A es sólido compacto y de aquí A es un retracto de r . entonces A es
localmente conexo por caminos. Por lo tanto X es localmente conexo por cami-
nos.
Teorema 7. X es contráctil si es sólido binormal ( X x II es normal y X es
paracompacto) .
Demostración. Sea M e X x rr y a E X con M = X x {O,i]U { a} x rr, defina-







Si X es sólido, existe g E e (X x rr,X) tal que g\M = f y de aquí existe
a E X tal que g:::: In' Por lo tanto X es contráctil.
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Proposición 11. Todo espacio sólido paracompacto es sólido binormal.
Demostración. Sea X un espacio sólido paracompacto y por ([3]; x.1.12, 20),
([4]; 2.2; 163) se tiene que X x TI es normal paracompacto y se concluye del teore-
ma anterior.
Corolario 10. Todo espacio sólido paracompacto es contráctil.
Demostraremos simultáneamente que el espacio proyectivo p" sobre el con-
junto de los números reales IR, los números complejos C y los cuatemiones lliI
no son espacios sólidos.
Proposición 12. P"F no es un espacio sólido.
Demostración. Por ([5); vii, 9.8, 224), tenemos que para n > k> O, ~F no es re-
tracto de P"F y se concluye de la proposición 2.2.
3. Unicoherencias en Espacios Sólidos
Cerramos en esta parte con una implicación entre la «solidez» y la
«unicoherencia» en espacios normales y localmente conexos por caminos. Pero la
recíproca no es válida. Por ejemplo CP', n-espacio proyectivo complejo y
IR. pn , n-espacio proyectivo real (n 2': 2) son normales, localmente conexos por
caminos, unicoherentes ([6]; ) y no son sólidos.
Denotemos el plano complejo por C, el plano complejo sin el origen por
C *, y la función exponencial compleja por e,' C --¿ C *. Escribiremos




para cada x E X. ASÍ,F (X) se convierte en un grupo abeliano. Escribiremos
E (X) = {J E F (X) ; existe lp E e (X, C) tal que J (x) = e<fJ(x) V x E X}.
Se ve que E ( X) es un subgrupo abeliano de F (X ) .
Al grupo cociente
B(X)=F(X)/E(X)
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se le denomina el grupo de Bruschlinsky de X. Además, B (X ) ""1 significa
que F (X ) = E ( X) .
Proposición 13. Si X es contráctil, entonces B (X) ""1. Ver ([6]; 11.1.23,20)
Sea X un espacio conexo. Se dice que X es un espacio unicoherente si
para cada par de cerrados conexos A, B tal que X = A U B se tiene que A n B es
conexo.
Teorema 7. Sea X un espacio conexo. Si X es normal y B (X) ""1 entonces X es
unicoherente. Ver ([6J; ).
Proposición 14. Todo espacio sólido paracompacto es unicoherente.
Demostración. Si X es sólido paracompacto entonces X es normal, conexo y
contráctil. Se sigue de proposición 13 y teorema 7 que X es unicoherente ..
Corolario 10. Sean f, g E C (X, Y). Si X es contráctil y y es conexo por caminos,
Proposición 15. X es simplemente conexo si es sólido.
Demostración. Sean a,,BEC(n,X) con a(O)=a(I)=b=,B(O)=,B(I) ysi X
es sólido, X es conexo por caminos y como n es contráctil, se tiene que
a "",B "" ~ "" la' 'íf a E X .
Teorema 8. Sea Z un espacio localmente conexo por caminos y p E C (y, X) un
recubridor universal. Si fE C (Z, X) Y Z es simplemente conexo, existe g E C (Z, y)
tal que »> g = f. ([l})
Corolario 11. Sea X un espacio normal. Si X es localmente conexo por caminos y
simplemente conexa, entonces es unicoherenie.
Demostración. Sea fE F (X) Y como la función exponencial compleja
e: e --7 e * es un recubridor, existe qJ E C (X,e) tal que f (x) = e"'(X) , 'íf x E X .
De aqui f E E (X) entonces F( X) = E (X), Ypor teorema 8, se tiene que X es
unicoherente.
Corolario 12. Sea X un espacio normal y localmente conexo por caminos. Si X es·
sólido ent011C¡JS X PS unicoherenie.
William Olano Díaz 48
Finalmente, mencionamos para espacios métricos separables una relación
entre espacios sólidos y los espacios retractas absolutos.
Un espacio metrizable Y es un retracto absoluto si para todo espacio
metrizable E que contenga a Y como subespacio cerrado, Y es un retracto de E.
Proposición 16. Sea Y un espacio métrico separable. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes ( Ricabarra [8). v.7.21; 235) :
1. Y es sólido
2. y es un retracto absoluto y G g absoluto.
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